Polymorphic evolution sequence and evolutionary branching by Champagnat, Nicolas & Méléard, Sylvie
Polymorphic evolution sequence and evolutionary
branching
Nicolas Champagnat, Sylvie Me´le´ard
To cite this version:
Nicolas Champagnat, Sylvie Me´le´ard. Polymorphic evolution sequence and evolutionary




Submitted on 9 Mar 2016
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.













   	  
 	  	 	 
    

  
  	   
    
 
  	 	 
    	    	 

      
 	  	   
   

   	  
        
    	 






 	   !  	 

  ! 
  	    
   
	  	 
 
  !  
    
" 
 	  
 

	       

     










   	  	  
    		  
   
 	    
  
 
#	  $% 
   	
    	 
   

         !




* "  +     ,## # - !  "  " "
  #"". !  $ " #  # ! . # (  "! "
# "   &) / (  # " "  #     #
$  #"  #0 

 ,## " "  , 1 "(





    	     	 !" #$	 %# 
 &	 ' ( )*+ 
 "*,-""."
†
	    / 0	 
	    /	 #112  &)' ( )*+
/3"*-/ 0""

# 1" "  ,##    #   ,  " 
"" " ") 2  !    !( # " ! , #
1" # 3
   4) 5  # &! "  #  " 
!   # "(   #!   " ,# ((" #  "
  #    6.  ) 3	47) 8 # +    "  #  #
 ! "   6&   3 47) *# #      
" # 6))   # #  "7  #, # 
 # # ,(  #) 9#    ! ! ( "
"  " #  !   " ) 2 #   
 ,  "   ) 9#    "   "  "
" "  "    "( ,# ) 9#  # 
  ) 5"   #   "   " # ! 
#  "  (     #(#(# # "! "#(  #)
8  "" , ,  (  "("  "   "  ! .  ) 3	 :
 
))4 ,#"   #  ""  #  ,    " ,##"
"! "#( , " " )
: #   "#  #  " #  "!  ) :
  " + # "! #"  #    6;"  <" 34
= 3
47) >" " #    " "  6&
 ) 34 ?"  >"# 34   ) 3	47) 5"   "#  1")
8     #   #  # ( !
 # ) 8     "( #, "! "#( "
!! 6))   "! ,!70 , " " #   "#  #   
  (  $"   + (  ""   ,##" "!
"#( " "   #  )
* , #  "     !   # (! 
    ""    "(   ) @" #  
,  " # #   "     "+ !  "&  " A 
 "  #     "  # "  ) 9# "  #  " "
( ! # (  #"    %&'"" !) 9#! " #
    , !      # , # 
    # " ) 8 #     " "(    #
 "  #   " ( ! # " $"  %&'""
! ,##  # !  # .  #    "" ( 
# " "  ") * # (". #  " ! . 
) 3	4  #!   ! ;# ( 3B4 ,# #  ""  #
  " # +  , ") 8 #  # "   "(
  " # 6 "   "7  " A  "  9" : :
$ 69::7) 9#      " , #   #
   ! "( #   , ")





 6>/:7 ,( +  " "  #    " #
 "   "  : )) :   +  " #,
 : )  ""  " #  #  "! "#() 8 :
 )
 , " # "   %&'"" ! "( #
  , ") *  "  : )B # # >/: & # "  

"& A  "  #   "  # "   X # "   
"  ,#   ,(#  , #"". # "  #  " 
"  # (  #"    %&'"" !) 8 : 
 ,
+  ,#! #   "( # "(  # >/: "   ( 
 " # , " +) 8 #  # !  # >/:   + !
#"".) + 6: B7 , ! # " "  " #   
   " #     (   # A  # "
" " "! "#(  "   3	4 " #     
1) 9 #  , " #,  : B) # ,! " "! ("
 #   "  # >/: ! " #  "(   5/ &,  #
C $D 6&  %, 347) E!  : B) , #"". 
9#" B)  #  ,# "! "#( " !  .(  " 
 # "  F 3

4  # !  #"  
  
%&'"" !) 9#  #  "  #   ")
%  " #    # ) <" , " " ! #
  #   "(     ""  , !  
  ) 2 "   "# ,  "  ! #   "(
    ((  #   ("1"  " 1" $ "
# !  " 6;# (  ) 347G  +  !     
 # $ ,#   " "  ( # ,    !  #  
   "   # "  ) 9#   "  #  "(" # "!
  "!  ! &  ) 34        "  H
 "  < $ ,# " 6?"  >"# 347) 8 #
 "! "#(  "! "   ! ! A) 2#"
  "# ,    # #"  , " "!  #   #
"   ,(   ! # "!  "  "  
6?"  ;# ( 3
47) 9# "$"  " !  #    
 # " #   "   , )  #  #   "# "  
#     " , #        ,#"
#   = 3
4   ! #  ) 9# ! +  ,#! # " "
1" " " 6  "" #   " "! "#(   
,#" #   " "#( ""7) 9# #, #  I 
 "" (   #   (   #  #  "!
"#()
   
	 
 	 
%  " #" #    ,## "   "#    ( "
"( "  #  !" #  $)
   	
		 	
9# "   ,      ,# !  ,##
#  "!   ( " "! + ! ! #" 3B 4)
9# "   X           Rl l ≥ 1) E" ! x, y ∈ X  ,
" # ,( (  ""


λ(x) ∈ R+  # "  "# "   #( " x)
μ(x) ∈ R+  # "  C"D # "   #( " x)
r(x) := λ(x)− μ(x)  # C"D (",# "  " x)
K ∈ N    "" ( #    .  # "")
α(x,y)
K ∈ R+  #   &" " "( #  ""  !   #
( " x "   #( " y) 8       !"
)
uK p(x) ,# uK , p(x) ∈ (0, 1]  #  "! #   "   "# "
  ,# " x) : uK  "" )
m(x, h)dh  #  ,    " x + h ∈ X  " "   ,#
" x) 8   "     #    {y − z : y, z ∈ X})
* "  !  t ≥ 0   " Nt   #  # #(
 "   X ) %   ! x1, . . . , xNt # "   # )








,#" δx  # " "  x) % 〈ν, f〉  # ("  # "
 f ,# "   # " ν  :  (ν)     ")
9# 〈νKt ,1〉 = NtK  " ! x ∈ X  #   " 〈νKt ,1{x}〉   
	
   t  " x)
% MF  #    ( "  X  $   ,# # ,&
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 ,#" ,  " # #
  "  # >/: ,#  "  t/σ2 "( ,# σ → 0  #   
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2 #  " #" "( #, ,   ! #   , 
 "  " ! x1, . . . , xd , , ) * " #   !
#   " ,#  6uK = 0 "  K ≥ 17)
: + x1, . . . , xd ∈ X   # "  i ∈ {1, . . . , d} 〈νK0 ,1{xi}〉 # 

45 p = 0.0001	 K = 1000	 σ = 0.08	 σb = 0.9	
σα = 1.0"
465 p = 0.0001	 K = 1000	 σ = 0.08	 σb = 0.9	
σα = 0.7"
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  	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  −1.0
""   "(  "  ni(0) ∈ R+) 9#   "
 3 9#)B)4 ,# K → +∞ #  " (〈νKt ,{x1}〉, . . . , 〈νKt ,{xd}〉) "( 
" " # :&"#  (!  #   # d  
%&'"" ! LV (d,x) ,#   (n1(0), . . . , nd(0))  ,)


  #  x = (x1, . . . , xd) ∈ X d$ 
 
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n˙(t) = Fx(n(t)), t ≥ 0, 6)B7


 n(t) = (n1(t), . . . , nd(t))$
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"  LV (d,x) " ( ! # "  #! "  (Pi)1≤i≤d ,#"
Pi # $ #" ni = 0 " Gxi (n) = 0) %  " # ,(  
+( ")
	
45 p = 0.0001	 K = 1000	 σ = 0.08	 σb = 0.9	
σα = 0.4"
465 p = 0.0001	 K = 1000	 σ = 0.04	 σb = 0.9	
σα = 0.7"
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  #  d ≥ 0$ 
   x1, . . . , xd   " LV (d,x)   !
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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) " Fx  n¯(x) 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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, -
 $ "  i ∈ {1, . . . , d}$
Gxi (n¯(x)) = 0  DF
x(n¯(x)) = ((−α(xi, xj)n¯i(x)))1≤i,j≤d. 6)7
5 x1, . . . , xd ∈ X + #     " y ∈ X  # "   
  (" !   (",# ") 9# (",# "  ( ! # 
   !
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 x1, . . . , xd ∈ X 
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, /

67 #  i ∈ {1, . . . , d}$ f(xi;x1, . . . , xd) = 0,
 
67 -" f(y;x1, . . . , xd) < 0$ 
 
! (n¯1(x), . . . , n¯d(x), 0) " LV (d+1, (x1, . . . , xd, y))
   
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0 · · · 0 f(y;x)
⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
: x1, . . . , xd +  # (  DF
x(n¯(x)) # ( "  ") 

) 8 # " #  6d = 17 #   %&'"" ! LV (1, x)
& # "  #  ( $
n˙x = nx(r(x)− α(x, x)nx). 6)	7
*# r(x) > 0 # $  $"  # $  n¯(x) = r(x)/α(x, x))
) 8 # " #  6d = 27 # ! LV (2, (x, y)) & # "{
n˙x = nx(r(x)− α(x, x)nx − α(x, y)ny)
n˙y = ny(r(y)− α(y, x)nx − α(y, y)ny).
6) 7
@" 2  627   α(x, x)α(y, y) − α(x, y)α(y, x) 
= 0 # $"
 6) 7 " (0, 0) (n¯(x), 0) (0, n¯(y))   " $" n¯(x, y) ,##
!  ! (  (0,∞)2 ,#
n¯1(x, y) =
r(x)α(y, y)− r(y)α(x, y)
α(x, x)α(y, y) − α(x, y)α(y, x) , 6)7
n¯2(x, y) =
r(y)α(x, x)− r(x)α(y, x)
α(x, x)α(y, y) − α(x, y)α(y, x) . 6)7
9#   & # "
f(y;x) = r(y)− α(y, x)n¯(x). 6)7
?! >"  )
 # !  # $" (n¯(x), 0)  (" ! # (
 f(y;x) 
f(x;x) = 0, ∀x ∈ X .











 LV (2, (x, y)) "   "
f(y;x) > 0  f(x; y) > 0.
* ""  3B :) )B)
4 "   "  # ")

) 8 # "" #  6d = 37 #     " z      ,#
, +( " " x  y  ( !
f(z;x, y) = r(z)− α(z, x)n¯1(x, y)− α(z, y)n¯2(x, y), 6)
7
,#" n¯1(x, y)  n¯2(x, y) "   6)7  6)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    ! "
 #$  %!"#&
5" ( #"   + # !  #"  # "   " ,# #




% 6?7  # ,( 2  6?7  6?7  # %&'"" ! 
 ))
6?7 K ! x = (x1, . . . , xd) ∈ X d # # x1, . . . , xd + " %( 
!  " y ∈ X # # f(y;x) > 0 #" +  (#"# U ⊂ Rd+1
 (n¯1(x), . . . , n¯d(x), 0) # #  #   LV (d + 1, (x1, . . . , xd, y)) ,#
   U ∩ (0,∞)d+1 "(  t → +∞   $ $" 
(R+)d+1  !
n∗(x1, . . . , xd, y).
6?7 *"( "  ! xd+1 = y  n∗ " n∗(x1, . . . , xd+1) 
I(n∗) :=
{
i ∈ {1, . . . , d + 1} : n∗i > 0
}
 x∗ = (xi; i ∈ I(n∗)).
9# " %(  !  " xd+1   {xi; i ∈ I(n∗)} +

"  j 
∈ I(n∗) , f(xj;x∗) < 0.
2  6?7  " ! " # !  # %&'"" !) "
"    "    E() )B ,#" # $" n∗  ) 8
#     # %&'"" ! LV (d + 1, (x1, . . . , xd, y)) "( "
    ! (#"#  (n¯1(x), . . . , n¯d(x), 0) " " ! # "  
E() )B   "(  n∗)


  . 
! n " LV (d, (x1, . . . , xd))   
 " 
 ( 
) " LV (d, (x1, . . . , xd))  n   


   
  ,
2  6?7    "  !   # ,( ,  "  )

(n¯1(x), . . . , n¯d(x), 0)
n∗
E(" )B0 * '+,(  
 
6?
7 E" %(  !  " xd+1   6?7 n∗  #! ")
6?B7 E" %(  !  " xd+1   6?7 n∗  "(! ! )

  .  6?7  6?7 
 
!
  .  6?7  6?
7$
  .  6?7  6?B7,
 % k := ;"(I(n∗))) 2 # x1, . . . , xd+1 " """   ,! # #















# 6?7   6?B7 ,##  "!   6?
7) 2( 6?
7 #  
 #" 6 )() 34   ) 
LB7 ! # #     # # #  
LV (d+1, (x1, . . . , xd+1)) "  #   "(  n∗     (0,∞)d+1
  l ,#" l  # "  (  DF (x1,...,xd+1)(n∗) ,# ( "
 ") 8  ""  l < d + 1 #          (0,∞)d+1
,##   " ,# 6?7) 9#"" l = d + 1 ,##   6?7) 
8 : 
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i δxi  n
K
i → n¯i(x)    "  1 ≤ i ≤ d, .
  
∀V > 0, logK  1
KuK
 exp(V K),  K →∞. 6)B7
/
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  
 	  
 (Λt; t ≥ 0)


  " Λ0 =
∑d
i=1 n¯i(x)δxi  
  







n∗i (x1, . . . , xd, xj + h)δxi + n
∗
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J"& #  (" # "(  # " # :&"#  (! 6 
#   MF  $   ,# # ,&  (!7) 8    #&  + 
+  # #    #   " # A ) 9#   " ,#
# C(#  # $ (νKt/KuK , t ≥ 0) ,## , #    "(
" # :&"#  (!)




















n∗i (x1, . . . , xd, xj + h)δxi + n
∗
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∫
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  # l = 1  "$"  "  "  # "! "#( ""
   !  " " ,##  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# Λεt  Λ
(2),ε
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, ∀x, y ∈ X .
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τ ε := inf{t ≥ 0 : :  (Λ˜εt ) = 2}
= inf{t ≥ 0 : f(Xεt ;Xεt−) > 0  f(Xεt−;Xεt ) > 0},
6B)
7
! >"  )B) * ! # 
)

   # >/: Λ˜  τ ε < +∞)
%  ,  # "( #"  # " 9::  #  $
   !) 8  "    " $  # 
(  2  + ;)
#  .
 627  62-7,   
   







      
 X0  ε → 0,
/
 " 







 ε → 0$ " 
 &  
" D([0, T ],X )$  
  
 (x(t), t ≤ T )   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 m(y, ·)   
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
  Rl "  y ∈ X $
! 6B)B7 
 











 K(x)  
 
 ) " m(x, h)dh,







h[h∂1g(x(t);x(t))]+ m(x(t), h)dh. 6B)7




m(x∗, h)dh = 0  ∂1g(x∗;x∗) > 0 "
∫
R− m(x
∗, h)dh = 0  ∂1g(x∗;x∗) < 0
6  #    "   # ("7) * , "  #  
# # ∂1g(x∗;x∗) = 0 " $! ∂1f(x∗;x∗) = 0 
∂1g(x;x) = p(x)n¯(x)∂1f(x;x).
J"& #  f(x;x) = 0 "  x ∈ X 
∂1f(x;x) + ∂2f(x;x) = 0, ∀x ∈ X 6B)7
∂11f(x;x) + 2∂12f(x;x) + ∂22f(x;x) = 0, ∀x ∈ X . 6B)	7





   x∗ ∈ X   ∂1g(x∗;x∗) = 0$  
!
$ ∂1f(x∗;x∗) =





 # " 2  62D7  $"  6B)7 " "! ("
+   ! #    # "! ∂X  X )
J #  6B)
7  # " +  τ ε) E" ! η > 0 ,  #
"   #  "   η(#"#   /: x∗
θεη(x
∗) = inf{t ≥ 0, :  (Λ˜εt ) ∩ (x∗ − η, x∗ + η) 
= ∅}. 6B) 7
#  .
  627$ 62-7$ 62D7  

 6?7  6;7 , .
  
Λ˜ε0 = n¯(x0)δx0 

 x0    , %
 x(t) 
 
   6B)B7   x(0) = x0
 
 x∗ := limt→+∞ x(t), /  
)   
  l = 1  X   $ 
x∗   
! " 6B)B7, .
  x∗   , /
$
67 #  T > 0$
lim
ε→0
P(τ ε > T ) = 1.










 &    D([0, T ],MF )$ 
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67 #  η > 0$ 

 
) ε0 > 0  $ "  ε < ε0$
P(θεη(x
∗) ≤ τ ε) = 1,
 
  







  6B)7 "  t < τ
ε
,
9#  "  # "    9#" B) #  ( 6B)7  # ,(
)
'  .
 627$ 62-7  62D7,
67 /
  x(t) " 6B)B7  "        
!  
   
 
,
67 #) η > 0   

 
 S " {y ∈ X : |∂1f(y; y)| > η}, /
$ " 
y, z ∈ S 
 
$ f(y; z)f(z; y) < 0  (z − y)f(z; y)   ,
6
7 .
  x0 = x(0)      
 IT = {x(t), t ∈ [0, T ]}, /
$ " 
7
  η′ > 0$ "  y   
  IT 
  η′  "  z
7
 
  y$ f(y; z)f(z; y) < 0  (z − y)f(z; y)   ,
 67 % C    # # x → ∫
R
h[h·∂1g(x;x)]+m(x, h)dh  C% #.)
9# " ! /: x∗∣∣∣ d
dt
(x(t)− x∗)2
∣∣∣ ≤ 2 |x˙(t)| |x(t)− x∗| ≤ 2C (x(t)− x∗)2.
9# |x(t)− x∗| ≥ |x(0) − x∗| exp(−Ct) > 0)


67 : ∂1f(y; y)   ∂1f(y; y) #  ( "  y ∈ S) : + y ≤ z
 S   # ∂1f(y; y) > η  ∂1f(y; y) > η) : f(y; y) = 0  ""
9!"%("( +   f(z; y)  (y, y)   # f(z; y) ≥ η(z − y)/2  "
# 0 ≤ z − y ≤ η/C ′ ,#" C ′ > 0    "! ( # 
"" "  f(·; ·)  #    X 2) :"! f(y; z) ≤ η(y − z)/2 
  "" $ ,# ∂1f(y; y) < −η  ∂1f(y; y) < −η) 8 ! 
f(y; z)f(z; y) < 0  |z − y| ≤ η/C ′  (z − y)f(z; y) #  ()
6
7 J"& " # " > 67 η := infy∈IT |∂1f(y; y)| > 0) 9#"" " η′ > 0
H!  {y ∈ X : (y, IT ) ≤ η′} ⊂ {y ∈ X : |∂1f(y; y)| > η/2}) 9# "
# , " > 67) 
  #  67 J " 6B)7 # " #   (  τ ε #
  "  Λ˜εt   ( ,# !  #  # " 9:: (X
ε
t , t ≥ 0))
?  9#" B) ,# ε → 0 # 9::    #  $) 8
 "" "  η′ > 0    #  " [0, T ] (  #  {x ∈
X : (x, IT ) ≤ η′} ,#  "! "((  ) ""  X   
:  (m(x, ·)) ⊂ {x − y;x, y ∈ X} # "  ! 2(X )) 9#"" #
 ,   "  # "    "("  # " >/: Λ˜ε 
))  # 2ε(X )) <   % B) 6
7 " η′  ε  (#
 #  {sup0≤t≤T ‖Xεt − x(t)‖ < η′}    # >/:  + ,# #
" " "  T  # τ ε > T )
67 9#    $  6B)7 9#" B)  > 67)
67 E+ η > 0) % S  #     X \⋃y∗   	
(y∗ − η, y∗ + η)
( x0   θ
ε
S  # " +   #   "  # >/: Λ˜
ε
" S)
:"!   > 67 ,  " % B) 67 # θεS ≤ τ ε ))  η  ε "
 (#) "" # ("" 6B)7  # 9:: Xε  #  
   
f(x + εh;x) ,#" h  ", "(  m(x, h)dh) 9#"" &( ε  (#
 ( % B) 67 (  A  # 9:: "  θεS  !   ,"
"(" "   (z − y)f(z; y) > 0  % B) 67 " ," " " 
"!) 9# # 9::  "  ))  "  θεS ) ?!   #
  x∗ , #  # # +  # 9:: " # " S  ! "  #
"  x∗ )) XεθεS ∈ (x
∗ − η, x∗ + η)) < θεS = θεη(x∗) ))  #  " 
9#" B)B   ) 
%&  /

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 $  "
 
 T/ε2    
  9 
 ε → 0$
"  T > 0,
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 x∗ ∈ X 
"
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 6B)7$ "  ε  
$
P(τ ε < +∞  :  (Λετε−) 
∈ U) = 0.
 %  ""& #  /: # #
∂11f(x∗;x∗) + ∂12f(x∗;x∗) > 0. 6B)7
 ,!  "    " #  $  #  # " ! 
x(t)  #  $ "( H!  " x∗ #  , x(t)
 x∗  "(  # (#"#   ) 8 #" ," #" + 
(#"# U  x∗ # #    #  $ 6B)7 "(  
U  " U ) 9  #  H  " # 6B)7   # #" + ηx∗
,#
• ∂1g(x;x) > 0  x ∈ (x∗, x∗ + ηx∗ ]
• ∂1g(x;x) < 0  x ∈ [x∗ − ηx∗ , x∗))
5" # ! 6B)	7 6B)7  $  ∂11f(x∗;x∗)− ∂22f(x∗;x∗) > 0)
% S  #   "  /:   V = ∪x∗∈S(x∗ − ηx∗, x∗ − ηx∗)) E+ U  
#   >"  B)   6,#   ("!7 # U ∩ V = ∅
 x 
∈ U ∪ V) % [a, b]  !     X \ (U ∪ V)) : ∂1f(y, y) 
= 0
"  y ∈ [a, b] % B) 67 #, # + " #     " #
   ,# "  X \ (U ∪ V)  ε  H! ) :"! " ε H!
    V " "  " #    ,# "  (( 
V #    ) 9#"" # 9::  " #     V "(
" ) 9#  + "      "  U ) 9#  
#  "  >"  B)) 
  "
    
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"#()


 ( #) ε > 0  x∗  , #  η > 0$ 
   

  η
 x∗ " 




) t1 > 0   
    " 
 0  
 t1   
 "  

  
  [x∗ − η, x∗ + η] *,





) t2 > t1   
    " 
 0  
 t2   
 " 
)
2   
 






 t1  t2$ 
    " 
 0    
 " [x∗ − η, x∗ + η]$ 
   
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"#() * , !  "  ;""! B)B
# #    ( "#  #" "# 6" "7  # (#"#
  "! ("!  ))   " #    # ,(
#")  # #   "! "#( "$" # +  ,
" 6)) τ ε < +∞7   # # , " "( "  #")
5"  "  # ,()
# ) .
 627$ 62-7$ 62D7  

 6?7  6;7, .
   Λ˜ε0 =
n¯(x)δx   
  
!    x 

    x∗ 

 
 " X  
∂22f(x∗;x∗) > ∂11f(x∗;x∗) 6B)7




$ "  7
 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
 " 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 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 
 9#" B)  # ∂22f(x∗;x∗) > ∂11f(x∗;x∗) # "! "#( 
∂11f(x∗;x∗) > 0 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= 0 ⇐⇒ x∗ = 0.
"" ∂11f(0; 0) = 1σ2α −
1
σ2b
 ∂22f(0; 0) = 1σ2α +
1
σ2b
. 9# # + ""
 >"  B) 67  ,! ) * "#"" " # 6B)7  6B)
7
#  #
∂11f(0; 0) > 0 ⇐⇒ σα < σb.
9#  σα < σb , #  "! "#(   σα > σb , # ! +)
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 h(x, y, z) 
  Ck " " k ≥ 1 

  X 3   h(x, x, z) =
0 "  x, z ∈ X , /
$ 
 "






  {x = y}   Ck−1 " hˆ(x, y, z)  X 3  
 hˆ(x, x, z) =
∂1h(x, x, z) "  x, z ∈ X ,






∂1h(y + (x− y)u, y, z)du
"  x 
= y) 9# "(##   #   " x = y    Ck−1 
 X 3) 
% x∗ ∈ X   /:   #   9#" B) ) ?! 2  627  62D7
#    f(y;x)   6)7  , "  x, y ∈ X
   C3 ) *  + #   # 
  
f(z;x, y) = r(z)− α(z, x)n¯1(x, y)− α(z, y)n¯2(x, y),
,#" n¯i(x, y) i = 1, 2 "   6)7  6)7   x, y ∈ X # #
α(x, x)α(y, y) − α(x, y)α(y, x) 
= 0,
 # ,( " # " # + 
  )
* ,   # 
a = ∂11f(x∗;x∗)  c = ∂22f(x∗;x∗). 6B)B7
 # ! 6B)	7
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67 #  x, y ∈ X   
 " x∗$
x 
= y =⇒ α(x, x)α(y, y) 
= α(x, y)α(y, x).
/  
     n¯(x, y) *

  ;





 "  x, y,
67 1
 x, y → x∗      x 
= y$




f(z;x, y) −→ f(z;x∗), ∀z ∈ X . 6B)7
67 1 




(x− y)(c(x− x∗)− a(y − x∗))+ o(|x− y| (|x− x∗|+ |y − x∗|)). 6B)	7
67 /




   C2 "  {(x, y, z) : z ∈ X , x, y ∈ U}
" 
 
 U " x∗  X ,  









(z − x)(z − y) + o(|z − x| |z − y|). 6B) 7
	
 % D(x, y) := α(x, x)α(y, y) − α(x, y)α(y, x)) 8 , " % B) #
D(x, y)/(x − y)   +  X 2   C3  ,## # 
(∂1α(x, x))α(x, x) + (∂2α(x, x))α(x, x) − (∂1α(x, x))α(x, x) − α(x, x)(∂2α(x, x)) = 0
 #   (x, x)) 9#"" % B)       "   " #
D(x, y)/(x − y)2   +   C2  Dˆ(x, y)  X 2) <  
"!   ( # "" 9!" +   D(x, y) ! #
D(x, y) = (x− y)2(α(x∗, x∗)∂12α(x∗, x∗)− ∂1α(x∗, x∗)∂2α(x∗, x∗)) + o(|x− y|2).
9# > 67 , " #  # α(x∗, x∗)∂12α(x∗, x∗) 
= ∂1α(x∗, x∗)∂2α(x∗, x∗)
,##   $  6B)
7) 8   #& #
a = r′′(x∗)− r(x∗)∂11α(x
∗, x∗)
α(x∗, x∗)






∂11α(x∗, x∗) + 2∂12α(x∗, x∗)
)− 2∂1α(x∗, x∗)(∂1α(x∗, x∗) + ∂2α(x∗, x∗))
α(x∗, x∗)2
.





 x∗   /: , # #
α2(x∗, x∗)(a + c) = 2r(x∗)
(




α(x∗, x∗)∂12α(x∗, x∗)− ∂1α(x∗, x∗)∂2α(x∗, x∗) 
= 0 ⇐⇒ a + c 
= 0.
8  "" #   # #  Dˆ(x, y)  ."   (#"#  x∗)
E" > 67 " #




(x− y)Dˆ(x, y) .
?! #  "  % B) # ""   +   C3  h(x, y) !
(
h(x, y) = −r(x)
∫ 1
0
∂2α(y, y + (x− y)u)du + r(y)
∫ 1
0
∂2α(x, y + (x− y)u)du
"  x, y ∈ X ) 8  "" h(x, x) = 0 "  x ∈ X ) 9#"" % B)  
    "   " # n¯1(x, y) + n¯2(x, y)   +   C2  
# (#"#  x∗  #
lim
x,y→x∗, x =y






r(x∗)∂12α(x∗, x∗)− r′(x∗)∂2α(x∗, x∗)
α(x∗, x∗)∂12α(x∗, x∗)− ∂1α(x∗, x∗)∂2α(x∗, x∗) .
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> 67   " #  # f(x;x) = 0 " % B)  " #
"" 9!" +   f(y;x)) 8 #      #  #
x∗   /:  6B)7)
9#  # f(z;x, y)  C2  U × U × X  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n¯1(x, y) + n¯2(x, y)  "( #




(x− y)Dˆ(x, y) .
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      ,




(z − x)(z − y) + o(|z − x| |z − y|)
"   γ ∈ R) 9# "" 9!" +   f(z;x, y) #, #
γ = ∂11f(x∗;x∗, x∗)) ,   6B)7 ∂11f(z;x∗, x∗) = ∂11f(z;x∗) "  z ∈ X )
< γ = a ,##  #  "  > 67) 
%&  %
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 B) 

   
 
 
$   
   " 
 








$ " x∗     .  6B)
7 *a + c 
= 0+   
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 α(x, x)∂12α(x, x) 
= ∂1α(x, x)∂2α(x, x)
" x 
= x∗$
n¯1(x, x) + n¯2(x, x) =
r(x)∂12α(x, x) − r′(x)∂2α(x, x)




∂112α(x∗, x∗) + ∂122α(x∗, x∗)
)− r′(x∗)∂22α(x∗, x∗)− r′′(x∗)∂2α(x∗, x∗) + o(1)
α(x∗, x∗)
(
∂112α(x∗, x∗) + ∂122α(x∗, x∗)
) − ∂2α(x∗, x∗)∂11α(x∗, x∗)− ∂1α(x∗, x∗)∂22α(x∗, x∗) + o(1)
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 %   "  ! # x∗ = 0) * # (# 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a > 0  a < 0   "  #  # # 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:  #   #  "  E() ?) , # 6 ! " "(
# " x, y, z7 # f(x; y) ≥ 0 f(y;x) ≥ 0 f(z;x, y) ≥ 0  x < y)
;" " #  a < 0) 8 , " >"  B) 67 # #  f(·; ·, ·)
# # #   E() B) 67  # (#"#  x∗) 8  "" #   #
x < z < y f(z;x, y) > 0 f(x; y, z) < 0  f(y;x, z) < 0    x, y, z " H!
  x∗) 8 ,  E() 













u∂11f(y + u(x− y); y)du 6B)7
   "  x, y H!   x∗) <  x < z < y , # f(z; y)/(y−
z) > f(x; y)/(y − x) ≥ 0  # f(z; y) > 0) :"! f(z;x) > 0) 9(#" ,#
f(z;x, y) > 0 #  "   ,#     ) 9#  #
 "  #  ,#" a < 0)
x y z
f(z;x, y)








 #	      
   a
8 #  ,# a > 0 ! >"  B) 67 f(·; ·, ·) # # #   E() B) 67
 # (#"#  x∗) 9#"" z 
∈ [x, y]) 2 " +  # z < x < y)
?! >"  B) 67 ( f(x; y, z) < 0  f(y;x, z) > 0) 9#  "
  ,#  

) "" ( #  # ∂11f(x; y) > 0 "  x, y
H!   x∗  , " #  # 6B)7  ( # f(z; y)/(y−z) >
f(x; y)/(y − x) ≥ 0  # # f(z; y) > 0) :"!   2  6B)7









u∂22f(y; y + u(x− y))du < 0
"  x, y H!   x∗) 9# f(y;x) ≥ 0   # f(y; z) > 0) 9(#"
,# #  # f(x; y, z) < 0 #  "   ,#     

)
8 #  ,# x < y < z # #   " # f(x; z) > 0 f(z;x) > 0 
f(y;x, z) < 0 ,##  (   ,#     
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*  " #" >"  B) ,## (  "" " # +  , " 
# (#"#  x∗  ,  #  "  9#" B) ) 9#  "  >"  B)
   # !  # "(   +   {(x, y) ∈ X : f(x; y) >
0  f(y;x) > 0}  # (#"#  x∗) 9#  "  9#" B)     
! ! # + #  "  ;""! B)B)
  
 * 8 , " >"  B) 67 # #   (x, y) ∈
X # # f(y;x) = 0     #  {y = x}    C2" γ  #
(#"#  x∗ ( (x∗, x∗)  (  (  #   # 
{a(y − x∗) = c(x − x∗)}) 9# " γ  ( ! # 8  E 9#"   
 f(y;x)/(y − x) ,##   C2 ! % B)) : a < c # " γ 
{y = x}  X 2  # (#"#  (x∗, x∗)  B "() ""  
6B)	7 f(y;x) #( ( ,# #   (x, y) #( "( ! "( #" # 
{y = x} " # " γ)
8  "! "  ! !  #& # +  "  #
(#"#  x∗  c > a > 0 a > c > 0 −a < c < 0 < a  a < 0 < −a < c  #
+  "  # (#"#  x∗  c < −a < 0 < a c < a < 0 a < c < 0
 a < 0 < c < −a) 9#  ,# +    " " "  E() B))
8 # (" # " γ  " " !  (  {a(y − x∗) = c(x − x∗)}
 # (  f(y;x)  " " ! +  − (  (  #    (x, y)
,# "   γ  {y = x}) 9# (  f(x; y)   !  + !"! 
# (" ,# + {y = x}) 8 E() B) ,  ! γs # """ (  # "
γ ,# "   # +) 9# "(  +  #  ,#" f(y;x) > 0 
f(x; y) > 0)
 # # +   f(y;x)  ,#  "( >"  B) 67   &
  !    a  c) 9#""  " !     " #
(" ) 5 !  # +     # (#"# 
(x∗, x∗)  c = a > 0 c = 0  a > 0 " a = 0  c > 0) :"! + 
"  # (#"#  (x∗, x∗)  c = a < 0 c = 0  a < 0 " a = 0  c < 0)
9#  c = −a  "     #(#""" +   # 
) 
  # )- θεη(x∗) < ∞ 
%  "  " # "  η > 0 " ε H!  θεη(x
∗) < ∞ )) 9#  
$  #  # # 9:: ,##  $  #   "  # >/: " 
θεη(x
∗)   69#" B)B 67 7  #   2  62D7 # 9::
# ,!     "!  # C(D A )
"  "! " " #  ,#" x0 < x
∗
  # P(θεη(x
∗) = ∞) > 0)
9# ))  #  τ ε = ∞  # 9::  " ! "      #
" I := [x0, x∗ − η]) 2  #  "  % B) 67  ∂1g(x;x) > 0 " 
x ∈ I ! 2  62D7 "  x ∈ I h ≥ 0  #   "  m(x, h)dh  ε ≤ ε0
,#" ε0 > 0   (#∫ +∞
0





















































45 a < 0 < −a < c"
E(" B)0 . 
   




 f(y;x) 		  
   (x, y) 
   
  γ 	 
  {y = x} 	

    "   	 x∗ = 0
E+ ε ≤ ε0) ?  2  62-7 #  " $!   ,)")) x ∈ I)
9#"" #" + β > 0 # #∫ +∞
0
[g(x + εh;x)]+m(x, h)dh ≥ β, ∀x ∈ I.
: |g(x+εh;x)| ≤ Cε|h| ≤ C|h| "   C   m(·, ·)   #"
+ β′ > 0 # #∫ +∞
β′
[g(x + εh;x)]+m(x, h)dh ≥ β/2, ∀x ∈ I.
8 ,  # ("" 6B)7  # 9:: #  #  # 9:: # "  A 




 {θεη(x∗) = ∞} #"   ! ! A   # 9::    (("
# β′) : # 9::  ))  #   ") 2 " "( (
#   ,# x0 > x
∗
) 
  # ) .,/-   a = ∂11f(x∗;x∗) < 0
8 , " 9#" B)B # " ! + η > 0 " ε  (# # >/:
! " #   "# (x∗ − η, x∗ + η)) ""  #,  #  " 
>"  B)     (x∗ − η, x∗ + η)   #     (  
 " # ,#   "  # ")
, ! >"  B) ,# a < 0 + ! #    # " >/: 
c = ∂22f(x∗;x∗) > −a) 8 #   # " +  τ ε # , " x  y
# + (  (x∗−η, x∗+η)  "    # 2ε(X )  m(x, ·)
#   "  {x− y;x, y ∈ X})
%  + ,# #   ,#   " z  #   ) J #
, #,  #  "  ;""! B)B #  a < 0 x < y f(x; y) > 0 f(y;x) > 0 
f(z;x, y) > 0 # f(x; y, z) < 0 f(y;x, z) < 0 f(z; y) > 0  f(z;x) > 0) /+(
E() 
) ,  # #  "   ,#   +    
 ) 9#""  #  z  # ,   # " >/:   #"
n¯(z)δz  #     " #" n¯1(x, z)δx + n¯2(x, z)δz " n¯1(y, z)δy + n¯2(y, z)δz 
#     ) 8  "" ,  # #" #     " #
( "  ! " #  #  , # , "  #   "  #
>/: # ") 8   #  #   "  # ,   # >/: 
   (x∗− η, x∗ + η)) < η"#(     B)	  "
   ε < η/(4(X ))) "" # #, # "  θεη(x∗) #   "
 # >/:  ,!   (x∗ − η, x∗ + η)) 9#  #  "  9#" B)  67)

  # ) ./-   a > 0
?! >"  B) ,# a > 0 " #    9#" B)  , "  #
  E() B) 67  # +  ,!    # (#"# 
x∗) E+ η > 0) * " ((   " #  η   (# # " ε  (#
67 # "   + τ ε  ))   :  (Λ˜ετε−) ⊂ (x∗ − η, x∗ + η) ))G
67 "  τ ε #  , # ,    #   "  # " >/:
 "(   )) ((" # η/2    " +( #
" (x∗ − η, x∗ + η))
9# ,   , "!  ! 9#" B)  67)
E" > 67 " " # ! >"  B)  τ ε < +∞ # :  (Λ˜ετε−) ⊂
(x∗ − η, x∗ + η)) 9# , ! #   " # P(τ ε < ∞) = 1)
J # E() B) 67 " " # ( ("  #   f(y;x)) 9#
" γ  {x = y} " #   ."  f(y;x)) J # γ  C2  # #  
 γ  (x∗, x∗)  c/a) J  #   γs  # !"  γ ,)")) # 
{x = y}) : c > a > 0 !   # #" " ! #  ( "
  (x∗, x∗)  ! "  H!   x∗ 6 # # "  
E() B) 67 7 ! #  ( "   ,# #  # #" " γ {x = y}

B
 γs #  " x∗ ( # "   ,# γs  # # ,# γ) 8
,  # "   E() B) 67   # ( ("  f(y;x) ,# x
 y "  (#  x∗ # !  " y #   # " " x
 # >/: " #" "  x∗ # x 6)) " , #  {x = y} ,# x > x∗ "
 #  ,# x < x∗7 " + ,# x) 8  ""  x  y "    
  x∗ #! "! +)
9# #, # "  θεη(x∗)  "  τ ε #   "  # >/: 6)) #
9::7  ) 9#"" # >/:  "(  # "",  E() B) 67 !
     6" "",7  + 6#". "",7  
" "", " # .  +) : # 9:: !   "# x∗
" τ ε #  " +  ,#! +  ((  "  "!) 9#  "
, ( ,    # "( &(   #  H! #
# A "   ."  # )
E+ ε < ε0) 9&( ε0  (#  , " 6B)	7  " # $! c > a > 0
# "  x H!  " x∗  h  #   "  m(x, h)dh # #
(x− x∗)h ≤ 0
[g(x + εh;x)]+ ≥ Cεh
(




ε|h|(|x − x∗|+ ε|h|),
"  C > 0) :"!  " #  "  #  # θεη(x
∗) < ∞ )) , # 
" 2  62-7  62D7 # #" +  β, β′ > 0 # # " !
x ∈ [x∗ − η, x∗ + η]∫ +∞
β′
[g(x + εh, x)]+m(x, h)dh ≥ βε(|x− x∗|+ ε)  x ≤ x∗,
∫ −β′
−∞
[g(x + εh, x)]+m(x, h)dh ≥ βε(|x− x∗|+ ε)  x ≥ x∗.
,  , " 6B)	7 #
∫
R
[g(x + εh, x)]+m(x, h)dh ≤ Cε(|x − x∗| + ε) " 
 C > 0) 9# #, # # A  # 9:: "  τ ε #   "!
((" # β/C   "(" # β′) "" #  A "  # 9:: "
!    [x∗ − η, x∗ + η]  ,"  ! βε2 > 0) 9#""  P(τ ε = ∞) > 0
 "!  #  # 9:: ! ,   "# x∗ "   
x∗  , # ! ! A  ( ,## ! ! ,  (("
# β′ > 0) 9#     # P(τ ε = ∞) = 0)
E" > 67  # # " >/:  " #    t ,#   "
{x, y} x < y) %  + ,# #   ,#   " z  #   )
J # ,  a > 0) 8 #   #,  #  "  ;""! B)B
"( η  "! "  x, y, z ∈ (x∗ − η, x∗ + η) # # x < y f(x; y) > 0
f(y;x) > 0  f(z;x, y) > 0 #
• #" z < x < y  f(x; y, z) < 0 f(y;x, z) > 0 f(z; y) > 0  f(y; z) > 0




) ,  # #  " !   ,#     
 ) 8 #  ,#" z < x < y # $ f(y; z) > 0 f(z; y)  f(x; y, z) < 0
 ! # # $" n¯(y, z)     #  x < y < z # $
f(x; z) > 0 f(z;x) > 0  f(y;x, z) < 0  ! # # $" n¯(x, z)  )
,   #      #"  !   $"   6" " !
   •7) 9#"" ,# #   2  6?7
n∗(x, y, z) =
{
(0, n¯1(y, z), n¯2(y, z))  z < x < y,
(n¯1(x, z), 0, n¯2(x, z))  x < y < z.
6B)7
8 #" ,"  #  z  # ,   # " >/:  n¯1(x, z)δx+
n¯2(x, z)δz  x < y < z " n¯1(y, z)δy + n¯2(y, z)δz  z < x < y) 8 #  # 
, # , +( " # ")
8 #  ( θ′  # "  ,#"   #    #   "  #
>/:  (x∗ − η, x∗ + η) ,  # "  t ∈ [τ ε, θ′) #   "  # >/: Λ˜εt
 ,!    +! , " {Y εt , Zεt } ,# Y εt < Zεt ) "" #  "
(Y εt , t ∈ [τ ε, θ′))  "(  #  " (Zεt , t ∈ [τ ε, θ′))  "() 8
 "" # " Zεt − Y εt  #   "  # >/:  "() < 
""    #  "  H   " #
θ′ < ∞ ))  (:  (Λ˜εθ′)) > η/2.
9#  # θ′ < ∞ ))    " ( 2  62D7  6B)	7   "
,!  " > 67 ) 9# ,"   # "  # >/:   $
 # $!
τ ε > θεκε(x
∗) )) ,#" κ =
4c(X )
c− a , 6B)
7
 " ,) 9# #, # Y ετε  Z
ε
τε (  [x
∗ − κ′ε, x∗ + κ′ε] ,#" κ′ :=
κ + 2(X )) : #  " Y ε  Zε "  ,  #
Y εθ′ ≤ x∗ + κ′ε  Zεθ′ ≥ x∗ − κ′ε.
:   # , " Y εθ′  Z
ε
θ′     # " [x
∗ − η, x∗ + η]
, !  # (Λ˜εθ′) ≥ η − κ′ε > η/2  ε   (#)
<  ! "   " 6B)
7) E" ! x, y ∈ R # #
|x− x∗| ≥ 2c|x− y|
c− a , 6B)B7
, #





























, {(y−x∗) = (c/a)(x−x∗)}  (  γ  (x∗, x∗)  {(y−x∗) = (a/c)(x−x∗)} 
(  γs  (x∗, x∗)) 9#"" " ! x, y H!   x∗  !( 6B)B7
#   (x, y)  , # , " γ  γs 6)) , γ   γs  x > x∗
 , γs   γ  x < x∗  E() B) 67 7) 8  "" x  y   +)
9#""   τ ε # , " Y ετε  Z
ε
τε  #   "  # >/:  !




τε − Zετε | ≤
4cε(X )
c− a = κε,
   # " Y ετε  Z
ε
τε    " " # #" ") 
#   $ %&
9#  "  # "  "! "  #  "  3B 9#)4) *   "   #
  "" "  #   #   ) 9# ("   #
 " , ! # #" "(  : )B)) 8 &  "  #
  3B4 " " #   )
E"  ε > 0 t > 0  Γ ⊂ X " 
Aε,d(t,Γ) :=
{
:  (νt/KuK ) ⊂ Γ # d  # + ! x1, . . . , xd,
 ∀1 ≤ i ≤ d, |〈νt/Kuk ,1{xi}〉 − n¯i(x)| < ε}.
9  " 9#" ) , # # "  ε > 0 t > 0  Γ ⊂ X "
lim
K→+∞
P(Aε,d(t,Γ)) = P(:  (Λt) ⊂ Γ  # d ). 62)7
,#" (Λt, t ≥ 0)    9#" )) 9# " ("  #  "  # ,(
 "  ,## (". 9#" 
 67  67  3B4)

  .
 $ "  K ≥ 1$   (νK0 ) = {x1, . . . , xd}  〈νK0 ,1{xi}〉 ∈
C ,,$ 

 C     
 " R+, %







  " LV (d,x)    (n1, . . . , nd), /





∣∣∣〈νKt ,1{xi}〉 − φi(t, (〈νK0 ,1{x1}〉, . . . , 〈νK0 ,1{xd}〉))∣∣∣ = 0 a.s. 62)7
9# "   " ""!  9#" ))  3
4 +  " ,  H)
9# "   # 9#" ))  3
4  # #  n → Fx(n) 
 #  6)B7  # %& '"" !  "! % #.  R
d
+ ,## 
 # ) <," " " #  ni ≤ M "  M > 0 "  i ∈ {1, . . . , d}
# φi(t, (n1, . . . , nd)) ≤ M ∨ (2λ¯/α) "  t ≥ 0) 8  #"  $! " 
t ≥ 0  i ∈ {1, . . . , d} # φ˙i(t, (n1, . . . , nd)) < 0) 9#"" # H  #
! LV (d,x) " "! % #.  #    #    ! #
  # ! "( " !       ) 9# 
H!  # 9#" ))  3
4 !   # 62)7 #  #  ,#"
#"    , 0  T ) 8 %  67  3B4    " # " ("
  νK0  #  "!    #  " [0, T ] "(  
# #  ,)


9#  ("  # ,( +     # 
C "  + "  "( D 34) 8 (". 9#" 
 67  3B4)

  %





)  c, V > 0 
$ "  7







) " (〈νKt ,1{xi}〉)1≤i≤d " 
 ε
 " n¯(x)  

 eV K ∧ τ    
























      
   " 
  cε,
:# " " "! "     "   "!  ,!) *  #  " 
# "") 9# "  "  #  "      " # ,# # " 
" #     # "  # ε(#"#  n¯(x)  # 
    " # " # "   (  #      
# "        # ε(#"#  n¯(x)) 8 #  #
 "  62)
7  α(xi, y)〈νKt ,1{y}〉 ,#" y  #  " ,##  "
# α¯ε  〈νKt ,1{y}〉 ≤ ε)
E" # , "    # ,(  ,##  # + 
%  67  67  3B4) 9#  "      !  # "(  3B4)
'  %




















τ > logK, sup
1≤i≤d, t∈[logK,τ ]














 τ $ 
    "  xi) =
p(xi)λ(xi)n¯i(x)∑d
j=1 p(xj)λ(xj)n¯j(x)
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    

 u,
9# "# ("  # ,(  ,##   +  % 
  3B4)
'  %
   (νK0 ) = {x1, . . . , xd, y} 

 x1, . . . , xd 
)  y   









τ1 = inf{t ≥ 0 : ∀i ∈ I(n∗), |〈νKt ,1{xi}〉 − n∗i | < ε  ∀i 
∈ I(n∗), 〈νKt ,1{xi}〉 = 0}




  〈νK0 ,1{y}〉 = 1/K * 




) ε0  











P(τ2 < τ1) = 1− [f(y;x)]+
λ(y)









9#  "  #   "  #  "  % 
  3B4) 9#    " #
,() 2 " # ε < 1/2) * " # ,(   ( 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#
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h[h · ∇1g(x′;x′)]+(m(x, h) −m(x′, h))dh
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(h · ∇ϕ(x))[h · ∇1g(x;x)]+ m(x, h)dh,
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∣∣Lεϕ(x) − L0ϕ(x)∣∣ ≤ ∫
Rl
[h · ∇1g(x;x)]+×













− [h · ∇1g(x;x)x)]+
∣∣∣∣m(x, h)dh. 6;)B7
%   I1  I2 # $  # ("  # "  #  "
" !) , ϕ  C1 g(x;x) = 0  ! 2  62-7 g(x; y)  C1 ,# " 
 # " " x) : ,   θ1 θ2  θ3  [0, 1]  (  x  h #
#
I1 = [h · ∇1g(x;x)]+ × |h · ∇ϕ(x + θ3εh)− h · ∇ϕ(x)|;
I2 = |h · ∇ϕ(x + θ1εh)| × |[h · ∇1g(x + θ2εh;x)]+ − [h · ∇1g(x;x)]+|.
: ϕ   C2b     2  62-7 ,  #  " C # #
∇ϕ  ∇1g " # C% #.   ! C  X  X 2 " !) 9#
I1 ≤ C‖h‖ × ‖h‖C‖θ3εh‖ ≤ εC2‖h‖3;
I2 ≤ C‖h‖ × |h · ∇1g(x + θ2εh, x)− h · ∇1g(x, x)| ≤ εC2‖h‖3.
8 "    #   /$ 6;)B7  0
∣∣Lεϕ(x)− L0ϕ(x)∣∣ ≤ 2εC2 ∫
Rl
‖h‖3m(x, h)dh.
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